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1 Introduction 
1.1 Resultats 
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C^ ■ Soit X une courbe projective et lisse sur un corps algebriquement clos k, et 

X un point ferme. Un faisceau localement libra £ sur X est dit /ini s'il exists 
deux polynomes distincts P,Q a coefficients entiers positifs tels que P{£) — 
Q{£), I'exemple classique etant donne par les faisceaux inversibles sur X dont 
une puissance tensorielle est triviale. Nous nous conformerons a la tradition en 
(yQ I parlant de fibres finis. Nous nous interessons aux liens bien connus que ces fibres 

lO ■ ont avec le groupe fondamental de {X, x), ce par quoi nous entendrons toujours 

^f I groupe fondamental profini ([T]). 

Dans jlH], Nori utilise la correspondance due a A.Weil, lorsque car/c — 0, 

entre fibres finis sur X et representations de tti {X, x) , pour definir par extension 

^^ i en caracteristique arbitraire, le schema en groupe fondamental de {X, x), comme 

groupe fondamental tt{X, x) de la categorie tannakienne des fibres essentielle- 
ment finis sur X, munie du foncteur fibre defini par x. Ce nom est justifie par 
. ^ le fait que le groupe proalgebrique n{X, x) classifie les torseurs pointes sur X, 

f^ . de groupe structurel un schema en groupe fini sur k. 

Dans un travail publie ulterieurement (QSl)) Nori montre que la notion de 
schema en groupe fondamental a encore un sens pour une courbe pointee {X, D) , 
ce groupe etant cette fois defini comme le groupe fondamental de la categorie 
3 . tannakienne des fibres paraboliques essentiellement finis sur X. II utilise id sa 

propre definition des fibres paraboliques, la decrivant comme "une legere mod- 
ification de celle de Seshadri". II demontre, en suivant I'analogie avec le cas des 
courbes completes, que ce groupe fondamental classifie de meme les torseurs 
pointes sur X — D, de groupe structurel un schema en groupe fini sur k. 

Ce resultat a de I'interet meme en caracteristique zero, puisqu'il donne une 
reinterpretation algebrique du groupe fondamental etale de X — D, comme 
groupe de Tannaka de la categorie des fibres paraboliques finis sur {X, D) . Ceci 
permet de reformuler le probleme classique (evoque dans |ij) d'une preuve "al- 
gebrique" (disons, sans utiHser de theoreme de type GAGA) des theoremes de 
structure des groupes fondamentaux des courbes algebriques. Par exemple, on 



peut essayer de comprendre I'equivalence entre les fibres paraboliques finis sur 
(P^, {0, 1, oo}) et representations de F2, le complete profini du groupe libre a 
deux generateurs, meme si ce probleme reste probablement tres difficile. 

Aussi notre attention s'est-elle concentree sur deux problemes : determiner 
si le theoreme de Nori sur les fibres paraboliques se generalise en dimension 
superieure, au moins en caracteristique zero, et eclaircir le lien entre sa definition 
des fibres paraboliques et celle, classique, due a Seshadri. Nous ne resolvons que 
le second probleme dans ce travail (nous comptons revenir sur le premier dans 
un prochain article). 

Nous montrons essentiellement deux resultats, qui sont valables en dimension 
quelconque. Donnes un entier r > 1, un schema (noetherien) X muni d'un 
diviseur de Cartier effectif Z?, le premier enonce (theoreme 0J| stipule qu'il y a 
une equivalence de categories tensorielles entre fibres paraboliques (au sens de 
Seshadri) a poids multiples de ^ et faisceaux localement fibres sur un certain 
champ de DeHgne-Mumford X sur X, qu'on peut appeler le champ des racines 
r-iemes de D, ou, comme on I'imagine, la structure de champ est concentree 
le long du support de D. Le second resultat (theoreme [^ affirme que s'il Ton 
suppose de plus X et D projectifs et lisses sur un corps algebriquement clos 
de caracteristique premiere a r, la notion de degre parabolique (definie dans ce 
cadre de generalite par Maruyama et Yokogawa, pHI) coincide avec la notion 
usuelle de degre pour le faisceau correspondant sur X. 

Ces deux resultats permettent de ramener les questions concernant les fibres 
paraboliques a des questions concernant des fibres usuels. Dans le paragraphe 
nous montrons comment les notions usuelles sur les fibres paraboliques sur 
une courbe marquee (X, D) s'interpretent naturellement lorsque I'on considere 
le(s) champ(s) associe(s). II s'ensuit par exemple que les fibres paraboliques fi- 
nis sont semi-stables de degre 0, la preuve pour les fibres usuels sur une courbe 
complete s'adaptant au cas d'une orbicourbe complete. Ceci permet d'obtenir 
des informations sur la structure des fibres paraboliques finis sur la droite pro- 
jective (theoreme El . Ce resultat est en fait une consequence du theoreme de 
Nori, mais nous n'en faisons pas vraiment usage id. 

1.2 Origines 

La definition de Nori (voir ^21) d'un fibre parabolique sur {X, D) est, grossiere- 
ment, la donnee d'un fibre usuel sur X — D auquel on recolle des fibres definis sur 
un revetement ramifie d'un voisinage des points du support de D. Dans I'esprit, 
c'est une definition tres proche de celle des fibres sur le champ X, qui est en 
quelque sorte le revetement ramifie minimal de X sur lequel on peut voir tons 
les fibres paraboliques a poids multiples de ^ sur X comme des fibres usuels. 

L'idee d'associer a un revetement galoisien ramifie de courbes Y ^ X, de 
groupe G, et a un G- faisceau coherent sur Y , un faisceau parabolique sur (X, D), 
ou D est le diviseur de branchement du revetement, semble due a Biswas (0). 
C'est la procedure que nous adoptons, pour le "revetement ramifie" X ^ X, 
pour associer a un fibre sur X un fibre paraboHque sur {X,D). Biswas decrit 
egalement une procedure en sens inverse, et il est mentionne dans l4j qu'il en 



resulte une equivalence tensorielle entre certains G-faisceaux sur Y et les fais- 
ceaux paraboliques sur {X,D). Nous nous distinguons ici de (|2|) en donnant, 
dans le cadre plus general des champs de racines, une expression plus explicite 
et intrinseque de I'equivalence reciproque, en termes de cofins ("coends"). Cette 
expression rend d'ailleurs le caractere tensoriel evident. 

Le champ des racines r-iemes d'un faisceau inversible munis d'une section sur 
X de Cadman et Vistoli (^01) Q]) est un outil essentiel. Tout aussi indispensables 
nous sont les revetements cycHques uniformes de Arsie-VistoH (0), dont les 
champs quotient sont les modeles locaux du champ des racines r-iemes (voir 
theoremelHl- 

La definition des fibres paraboliques que nous adoptons ici est due a Maruyama- 
Yokogawa (\W\. |2(i)l. c'est une adaptation de celle de Seshadri sur les courbes 
f|21j. voir aussi appendiceEl a la dimension quelconque. 

Notre preuve de I'egalite du degre d'un faisceau parabolique avec le degre du 
faisceau associe sur le champ des racines r-iemes repose de maniere essentielle 
sur la formule de Grothendieck-Riemann-Roch pour les champs de Deligne- 
Mumford due a Toen ('|22j.|23|'). Nous regroupons les resultats que nous utilisons 
dans un long appendice itH)! . 

Enfin c'est une note de Edixhoven ijV2Q qui a eveille notre attention sur la 
structure des fibres paraboliques finis sur la droite projective. 

1.3 Limites de cet article, et possibles applications 

Le theoreme^lpermet de reinterpreter et de completer certains travaux an- 
terieurs sur les fibres paraboliques dans le cadre plus general des champs de 
Deligne-Mumford. Void deux exemples. La definition des fibres principaux a 
structure parabolique de groupe structurel donne de 0] s'interprete comme celle 
des fibres principaux de meme groupe structurel sur un champ de racines (et 
cette interpretation nous semble plus naturelle que la definition originelle en 
termes de foncteurs tensoriels). Second exemple : on pent utiliser les differentes 
theories des anneaux de Chow pour les champs de Deligne-Mumford (par ex- 
emple celle de [2^1) pour donner une definition des classes de Chern des fibres 
paraboliques egalement plus naturelle que celle de 0. Mentionnons a ce sujet 
que le "caractere de Chern a coefficient dans les representations" de [2^1 permet 
de calculer la /i'-theorie de la categorie des fibres paraboliques (dont les poids 
ont des denominateurs bornes) en termes d'anneaux de Chow d'un champ de 
Deligne-Mumford (le champ d'inertie du champ des racines), ce qui semble hors 
de portee des seules techniques paraboliques. 

Toutefois, nous ne prenons pas le soin de decrire ces applications en detail, a 
la fois par manque de place, par volonte de se concentrer sur le lien entre fibres 
paraboliques et groupe fondamental, et surtout parce qu'il apparait a posteriori 
que la definition des fibres paraboliques adoptee ici (celle de (2^1) ne soit correcte 
que dans le cas d'un diviseur lisse (et il nous semble a present que I'equivalence 
tensorielle de 0, ji] n'est valable que dans ce cadre). En d'autres termes, bien 
que le theoreme HI soit vrai pour un diviseur quelconque, elle n'est interessante 
que pour un diviseur lisse. Nous comptons revenir sur le probleme de la definition 



des fibres paraboliques relatifs a un diviseur a croisements normaux dans un 
article ulterieur. II serait aussi tres souhaitable de comprendre le theoremeQlnon 
seulement comme una equivalence de categories, mais comme un equivalence de 
champs, puisque cela permettrait de voir jJE] sous un jour nouveau. 

Mentionnons enfin le lien avec les structures logarithmiques et en particulier 
avec le travail de Matsuki et Olsson ^21) qu'il faudrait aussi expliciter. 

1.4 Remerciements 

Je tiens a remercier les nombreux mathematiciens qui m'ont permis de mener 
a bien cet article, et parmi eux, specialement I.Biswas et D. S.Nagaraj, pour 
leurs patientes explications sur les fibres paraboliques, B.Toen, pour de multiples 
eclaircissements, A.Chiodo, pour d'interessantes discussions sur les champs de 
racines, et enfin, de maniere generale, M.Emsalem et A.Vistoli. 

2 Fibres paraboliques : la definition de Maruyama- 
Yokogawa 

On fixe un schema noetherien X , et un diviseur de Cartier effectif D sur X, 
et r > 1 un entier. 

2.1 Poids a denominateurs multiples d'un entier donne 

On identifie tout ensemble ordonne a la categoric correspondante. 

On appelle Qcoh(X) la categoric des faisceaux quasi-coherents sur X. 

Soit £. : (^Z)°P -^ Qcoh(X) un foncteur. Pour i £ ^Z on dispose alors du 
decalage (shift) £[i]. defini sur les objets par la formule usuelle £[i]j = £i+j, et 
pour « > j de la transformation naturelle £[i]. -^ £[j]-- 

Definition 1 (|26)) . On definit la categorie PARi (X, D) des fibres paraboliques 
de poids multiples de ^ comme ayant pour objets les couples {£.,j), oil £. : 
(IZyP -^ Qcoh(X) est un foncteur, et j : £. <g)Ox Ox{~D) ~ £[1]. est une 
transformation naturelle faisant commuter le diagramme : 



£■ ®Ox Ox{-D) i £[1] 




Les morphismes de {£■,]) a {£'.,j') sont les transformations naturelles a 
£. — >• £[ telles que le diagramme suivant commute : 



£.®OxOx{~Dy ^£[1]. 



io^OxhD)- -£'[1]. 
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Pour alleger les notations, on omettra souvent de mentionner j pour designer 
les objets de PARi{X,D). 

Lorsque r — 1, il est clair que le foncteur d'oubli £. — > So (ou evaluation 
en zero) PARi(X, Z?) -^ Qcoh(X) est une equivalence, dont une equivalence 
reciproque est donnee par J- ^ T (E)Ox ^x{— • D). 

La categorie PARi (X, D) est munie de Horn internes. Soient en effet £. et £'. 
deux objets, on dispose deja du faisceau Hom(£., f') defini par, pour tout ouvert 
U Ae X : Honi(f. ,£')([/) = Hom(f.|[/,f.'|^). On definit le faisceau parabolique 

Hom (g. ,£'). en posant pour tout i S -^Z : 

Hom fg. ,£:.')«= Hom(£:. , £' [i] ) 

On definit alors le produit tensoriel £. ®Ox ^'- de deux fibres paraboliques £. 
et £[ par la formule habituelle : 

Hom (g. ®Ox £',£'■')■ ^ EQm{£.,Bom{£:, £").). 

On designe par Vect(X) la sous-categorie pleine de Qcoli(X) dont les objets 
sont les faisceaux localement libres (de rang fini). 

Definition 2 f |26p . La categorie Pa,Ti{X,D) des r-fibres paraboliques locale- 
ment libres (de rang fini) est la sous-categorie pleine de PARj. (AT, D) dont les 
objets sont les couples {£■,]) verifiant : 

1. £. : (iZ)°P ^ Qcoh(A) se factorise en {^Z)°p -^ Vect(A). 

2. Pouri <i'< i+l, coker(£'i/ — > £i) est localement libre comme On-module. 

Remarque 1 ([265). Donnes {£■,]) et {£'.,]') deux objets de Pari(A,_D), la 
compatibilite des transformations naturelles de £. vers £[ avec j et j' est au- 
tomatique. 

2.2 Poids rationnels quelconques 

Si r\r' , I'inclusion (^Z) C (^Z) admet pour adjoint a gauche le foncteur 

defini sur les objets par : -^ -^ ~~[~'^]- 

Ce dernier induit un foncteur fidelement plein PARj. (A, D) -^ PAR i (A, D), 
adjoint a gauche du foncteur de restriction PAR i (A, D) -^ PARj.(A, Z?). En 
particulier pour r = 1 on obtient un foncteur Qcoh(A) -^ PAR i (A, D), adjoint 
a gauche du foncteur d'oubli (ou evaluation en zero) PAR i (X, D) -^ Qcoh(A). 
Ceci permet de poser : 

Definition 3. On definit la categorie PAR(A, D) des fibres paraboliques a poids 
rationnels comme 

PAR(A, D) = lim PAR 1 (A, D) 



Remarque 2. On pent aussi definir directement les objets de PAR(X, D) comme 
des couples {£.,j), oil E. : (Q)°^ -^ Qcoh(X) est un foncteur, et j : £. ®Ox 
Ox{—D) ~ f[l]. une transformation naturelle verifiant la meme relation de 
commutativite, avec la condition supplementaire que la longueur de la filtration 
(^a)QG[04] est finie. 

On munit PAR(X, D) des Homs internes et du produit tensoriel induit par 
ceux des FARi{X,D), qui sont evidemment compatibles entre eux. 

On definit la categorie des fibres paraboliques localement libres (de rang fini) 
sur {X, D) de la maniere evidente, a savoir : 

Par(X, D) = lim Pari (X, D) 

rGN 

Comme on I'a vu, le foncteur d'oubli (ou evaluation en zero) Par(X, D) -^ 
Vect(X) a un adjoint a gauche, qu'on explicite : 

Definition 4. Pour T € obj Vect(X), on dispose du fibre parabolique localement 
libre sur {X,D), dit a structure speciale, et note T., defini sur les objets par : 

T.=T®OxOxi\-]D) 

L'utilite des structures speciales vient en partie du fait classique suivant. 

Theoreme 1. Soit £. € obj Par(X, D). Pour tout point x €z X , il existe un 
voisinage ouvert (pour la topologie de Zariski) U de X , il existe une famille 
finie de nombres rationnels {aa)aeA telle que 

{8.)iu - ®asA0a \aa] 

Demonstration. La demonstration est tres proclie de celle de la proposition |2l 
que nous detaillons par la suite. D 

2.3 Fibres paraboliques et revetements 

Definition 5 (|3j). Soit X un schema noetherien. Un rev^tement cyclique 
uniforme de degre r de X est un morphisme de schemas ir: Y ^ X, et une 
action du schema en groupes /x^ sur Y , tels que pour tout point x de X , il existe 
un voisinage affine U — Spec R de x dans X , un element s £ R qui n'est pas un 
diviseur de zero, et un isomorphisme de U -schemas Tr~^{U) ~ Spec R[t] / (f^ — s) 
qui est fi^-equivariant, ou le membre de droite est equipe de Paction evidente. 

L'ensemble de tels couples {U,s) (resp. (7r~^([/), t)), pour U variant sur un 
recouvrement de X, definit un diviseur de Cartier effectif D sur X (resp. E sur 
Y), que Ton appelle le diviseur de branchement (resp. le diviseur de ramification) 
de TT. lis verifient la relation Tr*D = vE. 

Remarque 3 ([s]). Donne n: Y ^ X un revetement cyclique uniforme de 
degre r, tt^Oy est muni d'une "L/r -graduation naturelle, qu'on ecrit tt^Oy = 
£o (B Ci (B ■ ■ ■ Cr-i. En regardant localement on voit que les Cj sont des fais- 
ceaux inversibles, et que le morphisme canonique Cf^ -^ Co ~ Ox est un 



monomorphisme d'image Oxi—D). Ainsi le faisceau C = Ox{D) est-il muni 
d'une racine r-ieme canonique. 

Reciproquement la donnee d'un faisceau inversible Ci sur X et d'un monomor- 
phisme £f^ -^ Ox permet de definir un revetement cyclique uniforme de degre 
r sur X , en considerant le schema affine sur X associe au faisceau d'algebres 

Syni £i 



Definition 6. Soit S un schema de base. Soit Y un S-schema muni d'une 
action d'un S-schema en groupes G. Un G-faisceau localement libre sur Y est 
un morphisme de S -champs [Y\G] -^ V£CT S, ou V£CT S est le champ des 
faisceaux localement libres (de rang fini) sur S . 

On note GYectiY) la categoric des G -faisceaux localement libres sur Y . 
Proposition 1. Soit X un schema noetherien, tt : Y ^ X un revetement 
cyclique uniforme de degre r, T un yi^-faisceau localement libre sur Y . Soit D le 
diviseur de branchement et E le diviseur de ramification de tt. Alors I'association 

(^izyp ^ vcct(x) 
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definit de maniere naturelle un r -fibre parabolique sur {X,D). 
Remarque 4. 1. Ce type d'association est du a I.Biswas (^). 

2. Posons £. — Ti*''{J- ®Oy Oy{— ■ ^E)). Pour ne pas alourdir la proposition 
nous n'avons defini £. que sur les objets. La definition sur les fleches est 
claire : pour I < I' , le morphisme £ij_ -^ £i est induit par la multiplication 

par i' ^', oil t : Oy -^ Oy{E) est la section canonique. Le morphisme 
j : £. (E>Ox ^x{—D) — f [!]■ esi donne par la relation tt*D = rE et la 
formule de projection pour les fi^-faisceaux. Enfin le fait que j verifie la 
condition de commutativite de la definition^ vient de la relation Tr*s — V . 

3. Nous verrons que cette operation definit un foncteur /x^ Vect(F) -^ Parj. {X, D) 
qui est en fait une equivalence de categories tensorielles. 

Demonstration de la proposition^ On commence par remarquer que pour J^ 
un /x^-faisceau localement libre sur Y , Trf'^jr est localement libre sur X : en 
effet /x^ etant diagonalisable c'est un facteur direct de 7r»J^, qui est localement 
libre car J- Test, tt est fini et plat, et X est noetherien. 

II reste a voir que I < V < l-\-r, cokeT{£i^ -^ £i_) est localement libre comme 
Ou-module. Cela resulte clairement du lemme suivant : 

Lemme 1. Pour tout ii^-faisceau J- localement libre sur Y , pour tout < I < r, 
le faisceau ■k*'' {T ®Oy ^ie) est localement libre comme Oo-module. 
Demonstration. La propriete a demontrer est locale sur X et on pent done 
supposer X = Spcci?, Y = Spec7?[t]/(i'' — s) comme dans la definition |3 On 
considere le diagramme commutatif suivant : 

lE—^Y 



1 
D ^X 



On a 'K'i''{J- ®Oy Oie) — T^*''{j*j*^) = i*{p*''j*^). II s'agit done de voir que 
pi^r-j*jr gg^ localement libre sur D. Or c'est un facteur direct de p^,j*J-, qui est 
localement libre sur D, car p : IE — Spec -f [i]/<' —* Spec -j = Z? est fini et plat, 
D est noetherien, et i*J- est localement libre sur IE. D 

D 

3 Champ des racines r-iemes d'un faisceau in- 
versible muni d'une section 

On fixe un entier r > 1, un schema noetherien X —+ SpccZ[r^^], C un 
faisceau inversible sur X, s & H^{X, £). 

3.1 Definition 

Definition 7 (jlflp. On definit une categoric X(^c,s,r) fibree en groupoides sur 
SpecZ[r'~^] par 

1. les objets de ^(£,s.r) sont les quadruplets {f,M.,t,(j)) oil f : S ^ X est un 
morphisme de schemas, M un faisceau inversible sur S, t £ H'^{S,A4), 
et (f) : A4'^^ ~ /*£ un isomorphisme tel que (j){t®'^) — f*s, 

2. les morphismes de (/, A^,i, (/)) (au dessus de S) a {g,N ^u^ij}) (au dessus 
de T) sont les couples {h, p), oil h : S ^ T est un morphisme de schemas 
tel que g o h = f, et p : Ai ^ h*Af est un isomorphisme de faisceaux tel 
que p{t) = h*{u) et le diagramme suivant commute : 



p»- 


■ h*J\f'^'- 


' 




h^'ip 




-- h*g*C 



rc 

Theoreme 2 r[10|. Theorem 2.2). X/^^g,.-^ est un champ de Deligne-Mumford 
(pour la topologie etale) sur SpecZ[r^^]. 

On appellera >'^(£,s,r) le champ des racines r-iemes de {C,s). 
Proposition 2 ([lO], Proposition 2.4). Si f : X' ^ X est un morphisme de 
schemas alors il existe un isomorphisme naturel X' Xx -^(£.s.r) — ^'ifc fs r)- 

Theoreme 3 r |10| . version 1, Proposition 3.2). Supposons qu'il existe un 
faisceau inversible N sur X et un isomorphisme ip ■ A/'®'' ~ C. 

Si Y — Spec( ^v'i8r^£v ); oil la structure d'algebre est definie par V'^ et s^, 
alors il existe un isomorphisme naturel [Ylfi^] ~ ^(£,s,r)- 

Demonstration. On rappelle brievement le principe de la preuve. 

Soit IT -.Y —f X \e morphisme structurel, u : Oy — * 7r*A/' la section canon- 
ique. Alors ^ : (tt, 7r*7V, u,7r*-(/') definit un objet de X(£s,,)(F). 



Donne un objet {p,h) de [y|/i^](5'), compose d'un /i.^-torseur p : T ^ S, 
et d'un morphisme /x^-equivariant ft. : T ^ y, on dispose done d'un objet /x^- 
equivariant h*^. Comme X(^c,s,r) est un champ celui-ci se descend en un objet 
7] deX(^c,s,r)iS). 

Reciproquement fixons un objet {f,M,t,(j)) de X(^c,s,r){S)- L'isomorphisme 
j^0r ^ j*£ ^ j*_;^®r ^g^j^-^ ^g ^ g^ j*^ ^^gj^-^ ^^ /x^-torseur sur S 

et t : Os -^ M induit un morphisme /x^-equivariant T ^ F. On dispose 
done d'un objet de [y|/x^](S'), et on verifie que ces deux constructions definissent 
des equivalences de categories reciproques I'une de I'autre. 

D 

CoroUaire 1. Pour tout point x de X, il existe un voisinage affine U — Speci? 
de X dans X , un element a G R et un isomorphisme naturel de U -champs : 

CoroUaire 2. Le morphisme canonique tt : X(^^s,r) ~^ X est fini. 

Demonstration. On doit montrer que n est quasi-fini et propre. 

Commengons par la quasi-finitude : d'apres JOl, on dispose d'un atlas etale 
U — > ^(/;,s,r) de type fini sur X, done n est de type fini. Donne un point 
geometrique Spec ri —> X, on salt que Spec r2xx-^(£,s,r) — Specri(£|g „^s^,s|s ccs^,!-)) 
et d'apres le theoremeEl ce champ admet bien un atlas etale fini sur Specfi. 
Done TT est quasi-fini. 

Prouvons que n est propre. On s'assure aisement que tt verifie le critere val- 
uatif usuel (j23) pour les morphismes universellement fermes. Reste a voir que 
TT est separe, ou de maniere equivalente que le morphisme diagonal -^(^(£,8,^) ~^ 
■^(c,s,r) '^x -'''(£, s,r) sst propre. Soit {Xi -^ X) un revetement Zariski de X 
trivialisant £, et d, Si les restrictions. D'apres ([24J), Proposition 2.36, il suffit 
de montrer que ^i(£i.si,r) ~^ Xi(^^.g.,.) XXi -'^i(£i,si,r) est propre. On pent done 
supposer C trivial, et d'apres le theoremeEl que -^^^(£,8,^) — [^iMrl) ou Y ^ X 
est fini. 

Le changement de base du morphisme diagonal [i^l/x^] -^ [Yl/j,^] Xx [Y\fJ'r] 
par I'atlas etale Y Xx Y de [i^l/x^] Xx [^iMr] donne le morphisme {a,pr2) : 
fi^xY^YxxY,oua designe le morphisme d'action. Or celui-ci est fini 
(et done propre), car fini compose avee pr2 : Y Xx Y ^ Y, qui est separe car 
obtenu par changement de base a partir du morphisme affine Y ^ X. D 

CoroUaire 3. ^(£,s,r) admet X comme espace des modules grossier. 

Demonstration. C'est un consequence immediate du fait que X(£,s,r) -^ X est 
separe, done admet un espace des modules grossier (voir 531)' et que X est 
un quotient categorique pour ^(£,s,r) (i-e. est universel pour les morphismes de 
X(^c,s,r) vers un schema) comme montre dans 52], §2.4. D 



CoroUaire 4. Soit tt : Y ^ X un revetement cyclique uniforme de degre r. 
Soit D le diviseur (resp. E) de branchement (resp. de ramification) , et s (resp. 
t) la section canonique de C = Ox{D) (resp. N = Oy{E)). Soit de plus <p '■ 
A/"®*" ~ 7r*£ le morphisme decoulant de I'egalite Tr*D — rE. 

Alors le morphisme Y -^ X(^c,s,r) defini par (7r,7V, i, 0) induit un isomor- 
phisme de X-champs [Y\fi^] ~ X(^c^s,r) 

Demonstration. Cela decoule du theoreme et de la remarqueEl □ 

CoroUaire 5. Supposons que s : Ox -^ C. est un monomorphisme, et notons 
D = div(s). Supposons de plus donne un morphisme lisse X -^ Sq, oil Sq -^ 
SpecZ[r~^] est une base, tel que D est lisse sur Sq. Alors X(£ s r) est lisse sur 
So. 

Demonstration. La lissite est une propriete locale, il s'agit done de voir que 
-^{c,s,r) admet un atlas lisse sur So- Quitte a recouvrir X par des ouverts trivi- 
alisant C, on peut se ramener, d'apres le theoremeEl au cas ou X(£,s,r) — [^iMrl; 
ou Y ^ X est un revetement cyclique uniforme. Mais alors [1^1^^] admet 
Y -^ [Y\Hr] comme atlas etale, et F ^ 5'o est lisse d'apres fs], Proposition 
2.5. 

D 

Lemme 2. Soient D, D' deux diviseur s de Cartier effectifs a supports disjoints, 
C = Ox{D), C = Ox{D'), et s, s' les sections canoniques. II existe un isomor- 
phisme canonique ^(£,s,r) Xx -'^(£',s%r) - -'^(£®o^£',s®s',r)- 

Demonstration. Le morphisme canonique X(£5r)Xx-'^(£'.s',r) ^^ X(c®o c ,s®s' ,r) 
est un isomorpliisme au dessus AeU = X — supp(£') et U' = X — supp(Z3'), qui 
par liypothese recouvrent X. 

D 

3.2 Faisceaux inversibles sur ce champ 

Sur Xi^Q^i^j.-^ on dispose d'un faisceau inversible canonique N defini par 
{f,M,t,(j)) -^ M. II est muni d'une section canonique u : Ox^^ ^ ^j — > A/" definie 
localement par t : Os -^ M. 

De plus, il existe un isomorpliisme canonique V' '■ J^®^ — 7r*>C, defini locale- 
ment par : M®^ ~ /*£, il verifie tp{u®^) = Tr*s. 

Lemme 3. On suppose que divs est un diviseur de Cartier effectif. Pour tout 
entier I le morphisme naturel : 



-®ll/r] 



TT^AA®') 



est un isomorphisme. 



Demonstration. D'apres la formule de projection, on a pour tout entiers a, b : 
7r,(7V®°'' "'''') ~ >C®'^7r*(A/'®^), on peut done se contenter de montrer la formule 
pour r entiers consecutifs. 

Soit < Z < r. La suite exacte 
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correspond localement a une suite de /x^-faisceaux 

^ ^ t'Rjt] R[t] R/s[t] ^ 

f" ~ s r - s i' 

En prenant les fixes il vient 

Comme s est I'equation locale definissant £, on en deduit que 7r,(A/'®^') = 
£(8-1^ d'oii la conclusion. 

D 

3.3 Faisceaux localement libres sur ce champ 

Pour X un champ de Deligne-Mumford sur le schema X, un faisceau locale- 
ment libre sur X est par definition un morphisme de champs X — + VECT X, ou 
VECT X est le champ des faisceaux localement libres sur X. On note VectX la 
categorie des faisceaux localement libres sur X. 

3.3.1 Situation locale 

Proposition 3. On suppose que divs est un diviseur de Cariier effectif. Soit 
J- un faisceau localement libre sur X(^c.s,r)- Pour tout point x de X , il existe un 
voisinage U (pour la topologie de Zariski) de x tel que J-\t^-ijj est une somme 
de faisceaux inversibles. 

Demonstration. D'apres le corollairem on pent identifier X{^c,s,r) ^ X h [(Spec R[t]/[t^ 
^))\l^r] '^ Speci?, pour R un anneau, s un element de R ne divisant pas zero. 
Soit R' = R[t]l{V — s). La donnee de T equivaut a celle d'un i?'-module libre 
M, avec une Z/r-graduation compatible avec celle de R' et Taction de R' sur 
M, on la notera M = Mq © Mi © • • • © Mr-i- 

On pent de plus supposer que R est un anneau local, d'ideal maximal 
m. Si s ^ m il n'y a rien a demontrer, puisque alors /x^ agit librement sur 
Speci?[i]/(r - s) et done [(Speci?[t]/(r - s))|/xj ~ Speci?. 

On pent done supposer que s G m. Alors R' — R[t\/{t^ — s) est aussi local. 
En effet, si n est un ideal maximal de i?', alors R' / R etant finie, on a i?nn = m, 
et done s G n. Done i G n, et n peut-etre vu comme un ideal maximal de R' /t, 
comme R' /t ~ R/s est local, n est unique. 

Notons que pour I entier, on a un isomorphisme naturel de i?'-modules 
gradues R'\l\ — t^R' , en particulier pour Z = 1 on obtient un isomorphisme : 

M Mj 



tM ^ M. 



j+i 
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de i?'/i-modules libres, respectant la graduation. Pour chaque j, choisissons 
un rij-uplet (ej, • • • , e^.) dans Mj tel que son image forme une base de jy''—, 
et soit (ei, • ■ • , e„) le n-uplet obtenu par concatenation. 

Comme Mj ~ Homfl;'(i?'[j], M) (morphismes de i?'-modules gradues) ce 
n-uplet definit un morphisme de i?'-modules gradues 

Comme R' est local, et t G n, le lemme de Nakayama implique que ce mor- 
phisme est surjectif. Comme les deux i?'-modules sont libres de meme rang 
ce doit etre un isomorphisme de i?'-modules, et done un isomorphisme de R'- 
modules gradues. 

D 

3.3.2 Situation globale 

Theoreme 4. Soit r un entier naturel, X -^ Spec Z[r^^] un schema noetherien, 
D un diviseur de Cartier effectif, C = Ox{D), s la section canonique, alors le 
foncteur F : 

yect{X(^c,s,r)) ^ Pari {X, D) 

J" ((7^)°^ Vect(X)) 

est une equivalence de categories tensorielles. 

3.4 Preuve 

3.4.1 F est bien deflni 

Lemme 4. Pour tout faisceau T localement libre sur ^(£.s,r)) ^e foncteur ^ -^ 
TT, (TV*^^' ®Ox ^) definit un r -fibre parabolique sur {X,D). 

Demonstration. Posons £± = 7r*(7V'*~' 'S'Ox ^)- H s'agit de voir que £± est 

localement libre sur X et que pour I < I' < l + r, coker(f^ -^ £1) est localement 
libre comme 0_D-module. Ce sont des affirmations locales sur X. En trivialisant 
C on se ramene au cas ou ^(£,s,r) est un champ quotient issu d'un revetement 
cyclique uniforme, comme dans le corollaire QJ et on pent alors appliquer la 
proposition ^ 

□ 

3.4.2 Definition d'un foncteur quasi-inverse G 

Pour les bouts, voir rapnendicelBl 
Proposition 4. Soit £. G obj Pari {X, D). 

Le bout universel J '' N"^^ ®Ox '^*{£l) existe dans Yeci{X( cs,r))- 
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Demonstration. On commence par remarquer que la question a un sens : en 
effet (-,7) -^ A/"®' ^Ox 71"* (^i) definit un foncteur de variance mixte 

(iZ)°P X iZ -^ Vect(X(£ s,r)); la contravariance en la premiere variable venant 
de la structure de r-faisceau parabolique de £., et la covariance en la seconde 
venant de la multiplication par une puissance convenable de u : Ox^c s r) ~^ ^ ■ 
Un bout universel est une colimite (j^), et on pent done la construire 
localement : en effet, le caractere universel des limites locales rend les conditions 
de recollement automatiques. Plus precisement, on utilise le lemme folklorique 
suivant, qu'on donne ici sans demonstration. 

Lemme 5. Soit X un champ algebrique, £ : I ^ VectX un diagramme, (Xq, -^ 
X)q, un recouvrement par des ouverts. Si 

limf'ji^^ 
7 

existe dans Vect Xq, pour tout a, alors 

lim Si 
7 

existe dans Vect X. 

Grace au theoreme Ql en raisonnant localement sur X, on pent done se 

-Z 

contenter de montrer I'existence de /"^ TV*^ ^Ox t^*{£l) lorsque £. = 

Ox [-7], i.e. £. est un decale du faisceau structurel muni de la structure speciale. 
Or g^,[f] est defini sur les objets par (Ox-ItD^ = r®!"^' et sur les fleches 
par multiplication par une puissance convenable de s : Ox — > -C. II reste a 
prouver le lemme suivant : 

Lemme 6. 

/.iZ 

A/"®' ®Ox 7r*/:®[^^l ~ A/"®-" 

Demonstration. L'isomorphisme V : TV®"" ~ n*£, et la relation ^{u®^) ~ 7r*.s, 
montrent que les foncteurs (l,V) -^ A/"®'' <»Ox ^ ^ ^ 7r*/:®[-H^l et {1,1') -^ 

A/"®' ^''I ^ sont isomorphes (les fleches du second sont deflnies par multi- 
plication par une puissance convenable de u : Ox^^ ^ ^j ^^ A/") . Or pour tout 
I entier on a : —to — r < I + r[— ^if^] < — m, et la multiplication par u 

fournit un morphisme A/'®'^''' ^ -^ TV®^™, evidemment dinaturel. Comme 
I + r[ — i^] prend la valeur —m lorsque I varie, ce bout est universel, d'oii 
^^■^ j^®i+r[-l+^] _ j^®-m^ g^ Y^ conclusion. D 

D 

La proposition 31 permet de poser G{£.) = J '' A/"®' ^Ox '^*{£i)- La 

dinaturalite du bout rend cette expression fonctorielle en £., si bien qu'on a 
deflni un foncteur G : Fari{X,D) -^ Vect(X(£^ ,,))• 
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3.4.3 Preuve de I'equivalence 



GoF~ 1 



On doit construire un isomorphisme 

naturel en J^ e obj Vect(X(£ ^ ,,))■ 

L'existence d'un morphisme naturel est donne par le lemme suivant. 

Lemme 7. Soit adj : Hom(7r*£', J^) ~ Hom(£', tt* J^) le morphisme d'adjonction. 
La famille de morphismes 

1 (g) adj-\l) : A/"®' ®o^ ^ ^ ^ 7r*7r4A/'®-' 0o^ ^ _ J^) ^ j^- 

esi dinaturelle en I G obj Z. 

Demonstration. II s'agit de voir la commutativite du diagramme suivant : 

A/'®''®7r*7r*(A/'®-''®J^) 

ou de maniere equivalente celle du diagramme : 

„,-,' A/'®'-''«)7r*7r*(AA®-'®J^) 




:aa®-''®j^ 



ce qui equivaut encore a celle du diagramme 

Or adj envoie ces deux fleches sur tt, (w'~' 1), d'ou la conclusion. D 




7r*^4A/'®~'®o^ 



— 1 

Verifier que le morphisme naturel :/ "■ J\f® ®Ox - —v-- -^^ 

J-) ^ J- est un isomorphisme est une question locale, et on pent done supposer 
que X = Spec i?, oil R est un anneau local. On peut aussi supposer que T est 
un faisceau inversible d'apres la proposition El Or R etant local, Pic(X(£5 j.)) 
est cyclique d'ordre r, et engendre par A/". On peut done prendre T = J\f®~"^ . 

Finalement d'apres le lemme E /^^ TV®' ® 7r*7r,7V®-'-™ ~ /-^A/"®' ® 
^*£«i[ :p^\ g^ Qjj pg^j^ conclure a I'aide du lemme El 



14 



On doit montrer I'existence d'un inverse pour le morphisme naturel 



Le foncteur J\f®~'' ®Ox ' etant une equivalence on a : 



Comme /^^ est diagonalisable, tt, est exact a droite, et commute aux sommes 
finies, done aux colimites finies, et on a done : 



Comme £i_ est localement libre, on a d'apres la formule de projection : 



o-(.,.,.)^*(^p)^ / ^*(A/'*''"'")®Ox^. 



Le lemme donne 



^.(AA®'-") ®o^ £i- I £^[^1 ®o^ f , 



Finalement, £. est un fibre parabolique, done muni d'un isomorphisme C^ ^i 
£. ~ i?[l], qui induit 

Finalement le fait que le morphisme naturel 

I 

C I rZ-m.] < CHL 



est un isomorphisme resulte du fait que - — [^-^2:] prend la valeur — lorsque 
I varie, et de I'unicite des bouts universels. 

^AA Preuve du caractere tensoriel 

D'apres jJOl, I 4.4 on pent se contenter de montrer que le foncteur G est 
compatible avec le produit tensoriel. On commence par reinterpreter le produit 
tensoriel des fibres paraboliques en termes de bout. 
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Lemme 8. Soient £., £' deux objets de Parj.(X, £>). Alors 



{£.®£'.)i. ~ / f™ ®Ox^iz 



Demonstration. D'apres la remarque ^ on peut plonger Pari(X, D) comme 
une sous-categorie pleine de la categorie de foncteurs Func((iZ)°P, Qcoh X), 
categorie dans laquelle on peut done calculer le produit tensoriel £. ® £[. La 
formula de convolution donnee resulte alors de Ql], §4. D 

II s'agit de comparer 

/—£i p—Ai p —Ai p—£j 

M®'m*{£L)® j M®''m*{£[_^)~ j I M®'+''m*{£L®£[^) 

et 

G[£.®£'.)^ /" A/'®'®^*((f. ®f.')i)- /" M®^®^*{j" £^®Ox£'i^) 



IT* est adjoint a gauche, done commute aux colimites, et done 

G{£.®£:)^ r r' M®^®^*{£y^®Ox£'i^) 

On peut done conclure en appliquant le theoreme de Fubini pour les bouts 
universels (theoreme de raDDendice lBJl . 

4 Degres 

Dans toute cette partie, on fixe r > 1 un entier naturel, X une variete 
projective lisse sur un corps k algebriquement clos de caracteristique premiere 
a r. On note 0(1) un faisceau inversible tres ample sur X. On se fixe de plus D 
un diviseur de Cartier effectif sur X, lisse sur k. On note n la dimension de X. 

4.1 Definitions 

4.1.1 Degre parabolique 

Definition 8 f|16p. Soit £. un objet de Pari (X, £)), de rang p. On definit sa 
caracteristique d'Euler parabolique par : 



Xvar{£-)^\Y.X{X.£L) 
1=1 

Son degre parabolique degp^,.(f.) est par definition le nombre rationnel defini 
par : 

degp„^(£.) = {n~l)\y. [coefficient de m"-'^ dansXpar{£-{m))-Xpar{Ox®''{m))} 
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4.1.2 Degre sur un champ de Deligne-Mumford projectif 

Definition 9. Soit X ^ S un champ de Deligne-Mumford separe, tt : X —^ M 
le morphisme vers son espace des modules grossier, qu'on suppose projectif sur 
S, de dimension n, et muni d'un faisceau inversible tres ample C(l). On note 
alors, pour T un faisceau localement libre sur X : 

ret 



deg3e(^)=|^ cf(^)-^*cf(0(l)r 



Pour des details sur la theorie de I'intersection utilisee ici, on renvoie a 
IC.2.11 Intuitivement on peut comprendre ceci de la maniere suivante : n* : 
PicM (g)z Q ^ PicX (g)z Q est un isomorphisme, et Ton peut voir deg^ defini 
grace a degj^^. 

4.1.3 Comparaison des deux notions 

Theoreme 5. r > I un entier naturel, X une variete projective lisse sur k 
algebriquement clos de caracteristique premiere a r, 0(1) un faisceau inversible 
tres ample sur X , D un diviseur de Cartier effectif sur X , lisse sur k, C = 
Ox{D), s la section canonique, X = X(^c.s.r) le champ des racines r-iemes, £. 
un objet de FaTi{X,D), T — G{£.) le faisceau localement libre sur X associe 
via la correspondance du theoreme^ Alors on a : 

degpar('^) =dcg3;(J^) 

Remarque 5. On peut ecrire formellement degpj,^(£.) = J_^deg{£t)dt, ce qui 
a un sens, en definissant convenablement la mesure dt, ou bien en redefinissant 
£. comme une fonction localement constante. On retrouve alors la definition\^ 
Malgre I 'analogic des notations, je n'ai pas trouve de demonstration simple du 
theoreme en inversant les signes J . 

Corollaire 6. SoientS., £[ deux objets de Vaii{X,D). On a : 

degpar('?- ®£'.)^ rkf. degp„^(£:.') + rk£.' Aegp,,^{£.) 

Remarque 6. Lorsque dhnX = I, ce corollaire est enonce comme une facile 
( ?) consequence de la definition du produit tensoriel des fibres paraboliques dans 

4.2 Preuve 

4.2.1 Expression champetre de Xpar{£-) 

Lemme 9. Avec les notations du theoreme\^ si de plus N est la racine r-ieme 
canonique de C sur le champ X — ^(£,s.r), on a alors : 

Xpar{£.)^-X{^,:F®®U^^~') 

r 
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Demonstration. II sufEt d'observer que si F : Vect(X(£ s ,,)) ~* Parj.(X, D) 

designe la correspondance du theoreme^l alors on a i^(J?^(8) A/"®"') = F{^)[r]- 

D 

Remarque 7. On suppose que Von est dans la situation du corollaire^ i.e. que 
Von dispose d'un morphisme p : Y ^ X, ou Y est un schema, tel que le mor- 
phisme compose nop : Y ~^ X est un revetement cyclique uniforme, induisant un 
isomorphisme [Y\^^] ~ X. Alors la formule de projection et le lemme\^ donnent 
XpaAS.) = lx{y.P*{^®^®~^)), ce dont on conclut degj,^^{£.) - idegy(p*^) 
(oil degy(-) est pris relativement a I'image reciproque sur Y du fibre tres ample 
0(1) sur X), d'oii le theoreme\^ dans ce cas. Toutefois, en I'absence d'une telle 
presentation de X, on est contraint de proceder autrement. 

4.2.2 Application de GRR 

Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch pour les champs de Deligne- 
Mumford, du a B.Toen (J22], voir aussi appendice EJ , permet d'obtenir une 
premiere expression pour degp^^(£^.). 

Precisons tout d'abord une notation : I'isomorphisme de schemas Ix — 
X fvoir Kl.dll induit en cohomologie un isomorphisme d'algebres H*f.{X) cf. 
H*^{Ix) — H* (X), et pour x G K{){X), on notera Cj^^ix) I'image de c'f{x) 
par cet isomorphisme (c'est seulement dans ce cas que Ton s'autorisera a parler 
de classes de Chern a coefficients dans les representations). 

Lemme 10. 

degp„,(f.) = - /"^d'"P(X)-(ch'-^P(.F)-ch''^P(0®''))-ch'^^''(®J-^iA/-®-').^*cr^(0(l))' 

Demonstration. On note tout d'abord que puisque T = G{£.), on a G{£.{m)) ~ 
J- ® iT*0{m). D'apres les corollaires |21 El le morphisme X -^ Specfc est propre 
et lisse. La formule donnee est done une consequence directe de la definition |H1 
du lemme El du corollairedde I'appendiceEl et de I'expression standard 

" I 



l\ 

1=0 



Posons pour simplifier 

X = td''^P(X) • (ch'-^P(.F) - ch''^''(0®'')) • ch'-^P(©[^iA/'®-') • TT*c\^P{0{l)y 
On salt d'a,nres [C.4.3l nue : 

rep pet pet pet 



n 



X = I X = I Xi + X^i 

X Jlx Jx Jlx-X 

Le premier terme se laisse facilement calculer : 
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Lemme 11. 

ret 



peL 

/ Xi = r deg^ T 
Jx 



Demonstration. Rappelons que y —> yi est un morphisme d'anneaux. Le lemme 
resulte done des lemmas El et El de I'appendice El ainsi que du fait facile 

(7r*c^"P(0(l))"-i)i =7r*cf (C)(1))"-!. □ 

Le theoreme resultera done de la preuve de Jj _^ x^i = 0. 

4.2.3 Etude du champ d'inertie 

Pour analyser I'expression ei-dessus on a besoin de eomprendre la geometrie 
du ehamp d'inertie Ix Cvoir lC.3j)l du ehamp X = X/^/^g,.)- Pour eeei, on pent 
travailler dans un eadre plus general. 

On fixe un entier r, et eomme sehema de base Sq = Spec(Z[r-!](/x^)). Donne 
un sehema noetherien X — > 5, £ un faisceau inversible sur X, on pent lui associer 
sa gerbe (sur X) des raeines r-iemes de la maniere suivante : on reprend la 
definition de X(^c,s.r) en oubHant la condition sur les sections, c'est-a-dire : 

Definition 10 (jlflp. On definit une categoric -'^(£.r) fibree en groupoides sur 
S par 

1. les objets de X(^cr) sont les triplets (/, A^,(/)) oil f : S —^ X est un mor- 
phisme de schemas, A4 un faisceau inversible sur S , et 4> : M®"^ ~ f*L 
un isomorphisme, 

2. les morphismes de (/, 7W,0) a (g, A/", i/') (tous deux au dessus de S) sont 
les isomorphisme de faisceaux v : Ai c^ J\f tels que Tp o jy'*'' — cj). 

On pent a present enoncer une proposition a propos de Ix ■ 

Proposition 5. Soitr un entier, X un schema noetherien sur S — Spec(Z[r-!](/i^)), 
C un faisceau inversible sur X , s une section globale de C, D = Z{s) le lieu des 
zeros, X — ^(£,s,r) Is champ des raeines r-iemes de C sur X , 1) = D^^ ,.) la 
gerbe des raeines r-iemes de C\d sur D. On a alors un isomorphisme canonique : 



x]Jd 



Up,_(So)-{l} 



Demonstration. On note tout d'abord qu'on a un morphisme canonique i : £> ^ 
X compose des morphismes evidents D(C\D-r) ^ D(^c q,,) et de D(^c q,,) ^ 
X(c,s,r), comme les deux sont des immersions fermees (-D(£|o,o,r) est le r-ieme 
voisinage infinitesimal de D(C\D-r) dans X(c,s.r), voir JHl) 2) — > X Test aussi. 
II en resulte un morphisme canonique /j) ^ Ix, c'est d'ailleurs egalement une 
immersion fermee (car en fait obtenue par changement de base a partir de la 
precedente) . 

On note d'autre part qu'on a un morphisme canonique Ix ^ IJ'r s- ^-n effet 
soit un objet {f,M,t,(j)) de X au dessus de f : S ^ X, alors I'isomorphisme 
canonique um '■ Honi(A^, A^) ~ Os induit un morphisme de schemas en groupes 
sur S : 

Auts(/,A/(,t» -^Mr,S 
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On en deduit le morphisme recherche, en associant a I'objet ((/, A^, i, 0), u) 
de Ix au dessus de f : S —> X I'element ax(S')(i^) de /x^(5'). 

Pour ( : So ^ fi^.^ on note Zj, ^ /^ la fibre correspondante de /^ -^ Ix- 
Vu le choix de la base S'o, /x^.g est constant sur 5*0, et done Ix = Ylceu (So) ^x- 
II est clair que /^ est I'image de la section canonique X ^ Ix- On verifie d'autre 
part facilement que pour tout C dans /x^(S'o), le compose Ij^^I^^I) est un 
isomorphisme (on a un inverse evident). II reste done a verifier que pour C 7^ 1 
dans Hj.{So), le morphisme /j, — > /^ est un isomorphisme. Au dessus de S, ce 
morphisme est donne par {{g,M.,4'),h') -^ {(i o g, Al, 0, 0), i') ou g : S ^- D 
est un morphisme de schemas et i : D ^> X est I'inclusion canonique. Ceci 
definit clairement un foncteur fidelement plein Ij^{S) -^ Ixi^)- Pour verifier 
qu'il est essentiellement surjectif, on fixe un objet {{f,M,t,(f)),i>) dans /^(S"). 
Done aMiS){v) vaut C sur chaque composante connexe de S, et comme 1 — C 
est inversible sur S'o, id —p est inversible. On deduit alors de p{t) = t\e fait que 
t = 0, et en consequence f*s = t®'' = 0, done f : S —* X se factorise a travers 
i : D ^ X, comme souhaite. 



D 



4.2.4 Reduction 



II resulte de la proposition que I'immersion fermee i : S ^ X induit un 
isomorphisme i = liii^s : I^ — Tl ~^ Ix — X. et done 



pet pet pet 



Or il est clair que Jj, (i*2:)i — 0, en effet ceci resulte du fait que dimS) = 
n-1, de (i*7r*Ci'=P(e'(l))"-i)i = i*7r*cf (0(l))"-\ et du lemmeEElqui entraine 
{cV'^CCJ^) - ch™P(0|''))i = ch"*(i*.F) - ch"*(C)®0, expression dont la com- 
posante de degre est nulle. On conclut que ^'^ _^ x^i = ^^^ \*x, et il ne reste 
done qu'a montrer la nullite de cette derniere expression. 

Cela resultera du lemme suivant. Remarquons que d'apres preuve de la 
proposition El il existe un isomorphisme canonique Is ~ sUai^CSo)^ q^j induit 
un isomorphisme H*^p{Ti) ~ iJ*^ (£>)'"'■ (■5"). 

Lemme 12. Soit x Is caractere de la representation canonique /x^ C Gm, et 
A — Q(/Xj^). Pour tout entier I € Z, Visomorphisme canonique iJ* (S)a — 

F*t(S))^-^'^"^ envoiecV^^{\*N^^) sur x^ c\f* ix* N^^) . 

Demonstration. Notons i*7V = A/|x), et ttj) : /ji -^ S la projection canonique. 
Pour calculer c\\'^^{MB^) on doit essentiellement determiner la decomposition 
de TT^A/jl,' en sous-fibres propres. On note celle-ci 

Le lemme alors resulte de la definition de ch'^^^(-) (et plus particulierement 
de celle du caractere de Frobenius lC..S.2|l et du sous-lemme : 
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Lemme 13 

1 I 





A/;?c' si c = c 



Demonstration. C'est a peu pres tautologique vu que Paction de C (vu comme 
automorphisme de 2)) sur A/j^c se fait par multiplication par ( (vu comme 
element de A), et ceci d'apres les definitions de /j) et J\f. D 

D 

On pent achever la demonstration du theoreme|3 En efFet, le lemme [121 im- 
plique que I'image de ch'''^^(©[^^i*A/'®~') par le morpliisme d'anneaux compose 
ffr*ep(S)A - H*t{1))'^'-^'^°'' -^ 7jO^(D)^'-^^°^ est le caractere de la representation 
reguliere de /x^. D'autre part, le lemme^lmontre que I'image de (cli'^^''(i*jr) — 
ch™^(0^'')) par ce meme morphisme s'annule en 1. On en conclut que le produit 
ch""P(e[^iiW^-') • (ch''"P(i*^) - ch''"P(0|'')) s'envoie sur par H;^p{D)a -^ 
i?°gp(S))A, ce qui suffit a montrer que f^"^^ i*x = 0, comme souhaite. 

5 Fibres paraboliques sur les courbes 

Dans cette partie, on fixe r > 1 un entier, X une courbe projective et lisse sur 
un corps algebriquement clos A:, D un diviseur effectif reduit sur X, C = Ox{D), 
s = So la section canonique, X — ^(£,s,r) le champ des racines r-iemes. 

5.1 Fibres paraboliques semi-stables 

Definition 11. Soit T , T' deux faisceaux localement libres surX, etJ-'^T un 
monomorphisme. On dit que T' est un sous-fibre de T si T jT' est localement 
libre. 

Remarque 8. Pour conserver un vocabulaire symetrique (alors que la situation 
ne Vest pas !) on parlera de fibre quotient pour tout faisceau localement libre T" 
quotient de T . 

Definition 12. Soit T un faisceau localement libre surX. On definit sa pente 
par /i(^) — deg3£^/rk^. On dit que T est semi-stable s'il verifie I 'une des 
deux conditions equivalentes suivantes : 

1. pour tout sous-fibre T' de T , on a [i.{T') < n{J-), 

2. pour tout fibre quotient T" de T , on a \-).(T) < ^jl{J-"). 

Definition 13. Soient T , T' deux faisceaux localement libres sur X, et i : 
J-' ^ J- un monomorphisme. On designe par T''~*-^ le plus petit sous-fibre de 
T contenant T' . 

On pent definir JF'^-^ de maniere equivalente par ^'^-^ = ker(^ -^ coker?/T(coker«)), 
oil T(-) designe le sous-faisceau de torsion. Done I'injection T' -^ J^'^-^ est 
generiquement un isomorphisme, et en particulier rkJF'"^-^ = rkJF'. De plus, si 
TT : X ^ X designe la projection canonique, on a : 7r*(^'"^'^) = (tt^JT')"^'^'-^. 
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Lemme 14. Avec les notations de la definitionM.yi on a : IJ.{J^') < /i(jr'^-^) 
Demonstration. Cela resulte du lemme suivant : 

Lemme 15. Soit K' ^ K, un monomorphisme de faisceaux inversibles sur X. 
Alors deg^ /C' < deg^^ /C. 

Demonstration. On peut supposer que /C' — Ox- Notons D = Pi + ■ ■ ■ Pm, ou 
les Pi sont les points de X dans le support de D, Ci = Ox (Pi) et Si les sections 
canoniques correspondantes. D'apres le lemmeEl on a X ~ Xci,si.r xx ■ • ■ X-x 
Xc^,Sm:r- Soit Ni I'image reciproque de la racine r-ieme canonique de Li par 
le morphisme X -^ Xd.si.r- On peut verifier de maniere elementaire I'existence 
d'entiers Vi, 1 < i < m, tels que /C ~ 7r*7r*/C (8 ®i^iA^ ' (ou encore utiliser le 
theoreme^l- D'apres le lemme^l chaque r^ est un entier compris entre et r — 1, 
uniquement determine par cette ecriture. Le monomorphisme Ox —^ K. donne 
en projection un monomorphisme Ox — *■ tt^/C, et le theoreme de Riemann-Roch 
sur X impHque deg;^ tt^/C > 0. Done deg^g /C = degjf tt^/C + X]"=i t" — '^■ 

D 

Remarque 9. Pour mesurer le confort donne par les champs, on pourra com- 
parer cette preuve a sa version parabolique dans ^], Lemma 3.1. 

D 

Definition 14. Soit T un faisceau localement libre sur X. 

1. Soit E un faisceau localement libre sur X et £ ^ t:^,J- un monomorphisme 
vers le faisceau sous-jacent a T . On appelle sous-fibre induit par E le 
sous-fibre de T : 7r*f ^•^. 

2. Soit E' un faisceau localement libre sur X qui est quotient tt^^T ^* E' du 
faisceau sous-jacent a T . On appelle fibre quotient induit par E' et on note 
Ti*E'^jr le fibre quotient de J- : coker(7r*£^-^ -^ T), oil E = ker(7r*JF -^ 
E'). 

Remarque 10. 1. II est clair que tt, (7r*f^'^) — £"^'^*^ et tt^,{tt*E'^-p) = 
E' . II est facile de se convaincre qu'on retrouve les notions de sous-fibre 
parabolique induit et fibre parabolique quotient induit de l£JJj, voir defini- 
tions^^ eiC3 de I'appendice^^ 

2. Le theoreme \^ et la remarque^^ de I'annendice HH m.ontrent que T est 
semi-stable si et seulement si le faisceau parabolique E. sur {X, D) associe 
est semi-stable au sens de Seshadri. 

5.2 Fibres paraboliques finis 

Definition 15 ([18j). Un faisceau localement libre T sur X est dit fini s'il 
existe deux polynomes distincts P,Q€ N[X] tels que P{J-) 2± Q{J-). 

Proposition 6. Tout faisceau localement libre fini sur X est semi-stable de 
-eO. 



Demonstration. La preuve est mot pour mot celle des courbes usuelles fl^, §3, 
grace a I'aide du lemme El CH 
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On suppose desormais que X = P^, la droite projective, et que D = Pi + 

■■■+Pm. 

Theoreme 6. Soit £. un fibre parabolique fini sur {P^,D), oil D est un di- 
viseur effectif reduit de degre m. Supposons que les poids associes a E. ont des 
denominateurs premiers a la caracteristique du corps de base k et que le faisceau 
sous-jacent se decompose sous la forme 



Alors pour tout j on a : —m < dj < 0. 



Demonstration. Le principe de la preuve suivante m'a ete communique par 
I.Biswas. 

Soit JF le faisceau sur X correspondant a £.. II est fini, done semi-stable de 
degre 0. L'hypothese est done que n^J^ ~ (B'j^iO{dj). Fixons j. On considere 
d'une part Tr*0{dj)'~^^ le sous-fibre de T induit par 0{dj). La semi-stabilite 
donne /i(7r*C'((ij)^-^) < 0, ce qui implique, au vu du lemme [141 que dj < 0. 
Soit d'autre part ■K*0{dj)^j^ le fibre quotient induit par 0{dj). Le fait que T 
soit semi-stable de degre implique que ^{■n*0{dj)^r) > 0, ce qui implique, en 
ecrivant comme dans la demonstration du lemme IT^ tt * f do *) ^ -f ~ Tr*0{dj) (X) 
(8)^iA/'®''',quedj > -m. D 

A Fibres paraboliques : la definition de Seshadri 

Dans cette partie, X est une courbe projective et lisse sur un corps al- 
gebriquement clos fc, D un diviseur effectif reduit sur X. 

A.l Definition locale 

Definition 16 ([21j). Un faisceau parabolique (f, F,,a,) sur {X,D) est la 
donnee d'un faisceau localement libre £ sur X , pour tout point P du support de 
D d'un drapeau de la fibre residuelle Ep :— £p ®Ox,p ^{P) '■ 

Ep = Fi{Ep) D F2{Ep) D • • • D F„^(^p) D F^^+i{Ep) = 
et une suite de nombres rationnels (poids) (ap,i)i<i<nj. verifiant 

< ap,i < • • ■ < ap^np < 1 

np est la longueur de la filtration en P et si mp^i = dim^jp) {Fi{Ep) j Fi+i(Ep)) 
alors la suite {mp^i)i<i<np est la suite des multiplicites en P. 

Definition 17 ([21]). Soient {£, F,, a*) et {£' , F^, a'^) deux faisceaux paraboliques 

sur {X,D). Un morphisme (p : (£^, F,,a*) -^ {£' ,Fl,a'^,) de fibres paraboliques 
est un morphisme (p : £ ^- £' de faisceaux verifiant : 

VP e \D\ yi,j a^,P > a'j^p =^ HHEp)) C F^^iiE'p) 
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A. 2 Filtration associee 

Soit {£,F^,af) un fibre parabolique sur {X,D). 

II est bien connu (et apparemment du a C.Simpson, voir [9j) qu'on peut lui 
associer canoniquement une filtration descendante £. = {£a)aeQ de la maniere 
suivante. 

Pour P e \D\ on pose par convention ao,p = a.np,p — 1 et a„p+i — 1. On 
pose alors pour 1 < i < np ei ai_i,p < a < Ui^p : £^ = ker(f — > Ep/Fi{Ep)), 
puis 

£a ~ ^Pe\D\£a 

puis on etend la definition a tout a dans Q en imposant £a+i = £a{—lD) pour 
I entier. 

Remarque 11. Soient (f, F,,a*) et {£' , Fl,a'^) deux fibres paraboliques sur 
{X,D), £. et £' les filtrations associees. Un morphisme de faisceaux cp : £ ^ 
£' definit un morphisme de faisceaux paraboliques si et seulement si Va G 

A. 3 Sous-faisceau parabolique et faisceau parabolique quo- 
tient induits 

On donne la version de Maruyama-Yokogawa, en termes des filtrations as- 
sociees. 

Definition 18 (^S|). Soit £. un faisceau parabolique sur {X , D) et £' un sous- 
fibre de £() (i.e. £' est un sous-faisceau de £q et £o/£' est localement libre). Le 
sous-fibre parabolique induit £' est defini par £[ ^ £' r\£.. 

Definition 19 ([16J). Soit £. un faisceau parabolique sur {X,D) et g : £q ^ 
£" un epimorphisme vers le faisceau localement libre £" . Le fibre parabolique 
quotient induit £! est defini par £[' ~ g{£-)- 

A. 4 Faisceau parabolique semi-stable 

Definition 20 ([21J). Soit (f, F*,a*) un fibre parabolique sur {X,D). On 
definit 

1. son degre par deg£. = deg£ + J2pe\D\ YJi=i 'mp,iap^i 

2. sa pente par n{£.) — ^^^ . 

Remarque 12. // est facile de verifier que cette definition est compatible avec 
la definition\^ 

Definition 21 (f21]). Un fibre parabolique (£, -F,,a*) sur {X,D) est dit semi- 
stable s'il verifie I 'une des deux conditions equivalentes suivantes : 

1. Pour tout sous-fibre parabolique induit £[ de £., on a fi{£') < n{£-) 

2. Pour tout fibre parabolique quotient induit £[' de £., on a ^i{£'.') > ^J-i£-). 
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Remarque 13. Ce n'est pas exactement la definition de ]21^ . mais cela lui 
est immediatement equivalent, comme c'est d'ailleurs precise dans la remarque 
1. suivant la definition 6., p. 69. La raison que nous avons d'eviter la premiere 
forme de la definition est qu'elle utilise une notion de sous- fibre paraholique 
(resp. fibre paraholique quotient) qui est n'est pas compatible (en fait plus generale) 
avec la definition champetre precisee par la definitions^ (resp. par la remarque 

B Bouts 

On rappelle quelques notions tirees de (115)1. 

Definition 22. Soient X, C deux categories, F : 2°p x Z — > C un foncteur de 
variance mixte. 

1. Un bout (wedge) de F a un objet C de C est une collection de fleches 
aj : F{I, I) -^ C dans C dinaturelle au sens que pour tout fleche f : I ^ J 
dans X, le diagramme suivant commute : 

FiJJ) ^^^ 

PMtFiJ,J) "■' 

2. Si un bout universel existe, on le note J F{I,I). 

Proposition 7 (Fubini pour les bouts universels). Soient X, J et C trois 
categories, F : X°p x X x J'°p x J ^ C un foncteur. Si les bouts universels 
suivants existent, on a des isomorphismes naturels : 

pT pj pXxJ pj pX 

J J F{I,I,J,J)^j FiI,I,J,J)^ J J FiI,I,J,J) 

C Grothendieck-Riemann-Roch pour les champs 
de Deligne-Mumford 

On resume les resultats de (221, |2H] que nous utilisons. On note X un champ 
de Deligne-Mumford noetherien. 

C.l K-theorie 

La categorie exacte Vect(X) permet de definir deux spectres de i^-theorie, 
le spectre de ii'-theorie usuel K{X) et le spectre de X-theorie etale Ket{X) = 
H{Xet,K.), ou H{Xetr) designe la cohomologie (generalisee) d'un prefaisceau 
de spectres ■ sur Xet et K_ le prefaisceau de spectres de iiT-tlieorie sur Xet- Us 
sont relies par un morphisme canonique can : K{X) -^ Ket{X). 
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On considerant a la place de Vect(X) la categorie exacte Coh(X) des faisceaux 
coherents sur X on obtient de maniere analogue le spectre de G-theorie G{X) et 
le spectre de G-theorie etale Get{X). 

On dispose de morphismes de spectres canoniques K{X) -^ G{X) et K^tiX) — > 

Get(X). 

C.2 Theorie homologique-cohomologique 

C.2.1 Cohomologie 

Soit JCi le faisceau associe au prefaisceau de groupes abeliens U -^ Ki{U) 
sur Xet- On pose 

Hlt{X)^H\Xet,lC^®^) 

On dispose alors d'une Q-algebre commutative graduee H*f{X). H*^{X) est con- 
travariant en X. 

La construction universelle de Gillet ^31 donne des classes de Chern cf : 
Ko,etiX) -^ Hl^{X), et on definit un caractere de Chern ch'^* : Ko,et{X) -^ 
H*f{X) et une classe de Todd td^ : Ko^et{X) — * H*^{X) par les formules 
habituelles. 

C.2. 2 Homologie 

On definit par ailleurs des groupes d'homologie de la maniere suivante. 
Pour un schema S, et un entier i, soit : 

le complexe de Gersten concentre en degres [— i,0]. On note TV le prefaisceau 
de complexes S -^ W{S) sur Xet- On pose : Hf{X) ^ m{Xet,Tl' ® Q). 

On dispose de Hf{X) qui est un i/*((X)-module gradue. Hf{X) est covariant 
pour les morphismes propres. 

Lorsque X est lisse, il y a un isomorphisme naturel iJ*((X) ~ Hf{X), ce qui 
entraine en particulier que Hl^{X) = pour i > dimX. 

Lorsque p : X ^ Spec A: est propre, on designe p* par Jj, (noter que 
Hf {Speck) ~ Q). Lorsque X est de plus lisse, equidimensionel de dimension 
n, et muni d'un faisceau tres ample 0(1), ceci permet de definir le degre d'un 
faisceau localement libre J- sur X comme etant le nombre rationnel : 



deg3e(^)- r cf{n-cf{0{l)r-' 



Par ailleurs, on dispose d'un theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch pour 
la G-theorie etale ([22|, Theoreme 3.33), qui peut s'enoncer ainsi : il existe une 
transformation naturelle ("caractere de Chern homologique etale") 

r^*:Go^et(X)^i?f(X) 
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qui vaut x -^ td*^ (T^) ch*' (a;) si X est lisse, ou T^ est le fibre tangent, et qui 
est covariant pour les morphismes propres (non necessairement representables) 
de champs algebriques quasi-projectifs X -^ X'. 

Ce theoreme est essentiellement equivalent au theoreme usuel pour les es- 
paces de modules sous-jacents. La remarque cle due a B.Toen est que le mor- 
phisme G'o(X) -^ Go^etlX) n'est pas covariant en general, mais qu'il est par 
centre possible de definir une transformation de type Riemann-Roch de G'o(X) 
a Gf),et{Ix), ou Ix designe le champ d'inertie de X : c'est ce que B.Toen nomme 
Lefschetz-Riemann-Roch, et que nous detaillons a present. 

C.3 Lefschetz-Riemann-Roch 
C.3.1 Champ d'inertie 

Le champ d'inertie Ix de X est defini par 

/je = X xxxx X 

Moins formellement, il s'agit d'une categoric fibree en groupoides, dent les 
objets au-dessus d'un schema S sent les couples (s, h), avec s un objet de X(S'), 
et h un element de Hom;e(5)(s, s), et dent les fleches de (s, h) vers (s', h') (s, s' 
objets de X(S')) sont les morphismes u G Hom^(5')(s, s') tels que u^^h'u = h. 

Ix est un champ en groupes sur X, et done muni d'une section canonique 
X — > /je envoyant I'objet s sur I'objet (s, id). 

Lorsque X = [Y\G] est un champ quotient, ce a quoi on pent se ramener 
localement, on a le diagramme commutatif suivant dont toutes les faces sont 
cartesiennes : 



G 




Y xY 



^ X X X 

Par definition, Gy est le stabilisateur de Y ^ Y, un F-groupe. Ceci donne 
une presentation de Ix = [Gy\G] (noter que G agit par conjugaison sur le 
premier facteur de Gy C G x Y, Taction preserve done la structure de Y- 
groupe de Gy, si bien que Ix est un X-groupe). On pent encore detailler cette 
expression en decomposant Gy en ses composantes connexes. 

C.3. 2 Caractere de Frobenius 

Par la suite, on fait I'hypothese simplificatrice suivante : on se donne un 
corps k contenant les racines de I'unite et un champ X -^ Specfc modere, i.e. 
I'ordre d'inertie de tout point de X est premier a la caracteristique de k. 

Tout faisceau localement libre J- sur Ix se decompose canoniquement sous 
la forme 
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ou T^'^' est le sous-fibre defini en restriction a {s,h) : U -^ Ix de la maniere 
suivante : Taction de h sur J^\ij est diagonalisable, et J^i^^ est le sous-fibre propre 
pour la valeur propre C- 

En posant A = Q(/i.g^) et pour un groupe abelien A, A\ = A ®z Q(/Xg^), on 
pent alors definir un morphisme px ■ Ko{Ix)a -^ Kq{Ix)a en posant 

On definit alors le caractere de Frobenius (j)x de X comme etant le compose 
0x : KoiX)A ^^^ Ko{Ix)a ^^ KoiIx)A ^^ Ko,et{Ix)A 
ou ttJ est I'image reciproque via la projection ttx ■ Ix ^ X. 

C.3.3 Caractere de Frobenius homologique 

On definit ensuite I'analogue d'un caractere de Todd : si ^] ./x designe le 
fibre conormal du morphisme non ramifie ttx ■ Ix ^ ^, on pose 

ax = can o px{>^-i{[^]^/x\)) ^ Ko^et{Ix)A 

ou comme d'habitude A_i(a;) = J^ii^^T^^ii^)- On verifie que c'est un ele- 
ment inversible de KQ,et{Ix)A- 

Le theoreme de Lefschetz-Riemann-Roch pent s'enoncer ainsi (voir ^22, Tlieoreme 
3.25 pour les details). II existe, pour X — > Specfc quasi-projectif, un caractere 
de Frobenius homologique <f)x '■ Go{X)a -^ Go^et{Ix)A, qui vaut x -^ a^^(j)x{x) 
lorsque X est lisse, et qui est covariant pour les morphismes propres X ^ X' de 
dimension cohomologique finie lorsque X est lisse. 

C.4 Grothendieck-Riemann-Roch 

En combinant les deux transformations de Riemann-Roch de lC.2l et lC.,Sl on 
est conduit aux definitions suivantes. 

C.4.1 Cohomologie et homologie a coefficients dans les representa- 
tions 

On pose done logiquement H^^p{X) — Hl^{Ix) et Hl'^^(X) = Hf{Ix). Ces 
groupes heritent des proprietes de fonctorialite de leur analogues etales. En 
particulier lorsque p : X ^ Speck est propre, on definit J^ — P*, comme 
d'habitude. 

Le caractere de Chern ch'"'^^ : K(){X) -^ H* {X)a est defini par 

ch'-^P(x)=ch^*(03e(x)) 



La classe de Todd est elle definie comme I'element de H* {X) 



A ■ 



td''"P(X) = ch"*(a^i)td"*(r/J 
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C.4.2 Caractere de Chern homologique a coefficients dans les represen- 
tations 

Dans cette section, on suppose de plus que I'espace des modules M de X est 
quasi-projectif, et ce pour tous les champs consideres. 

Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch peut se resumer ainsi : il existe 
un "caractere de Chern homologique a coefficients dans les representations" : 

4^P : Go(X)a ^ i7r^(X)A 

qui vaut x -^ td'''^^(X) ch'"'^''(x) si X est lisse, qui est covariant pour les 
morphismes propres X ^ X'. 
En particulier on a : 

Corollaire 7 (Hirzebruch-Riemann-Roch pour les champs de Deligne-Mumford). 

Soit T un faisceau coherent sur un champ de Deligne-Mumford X -^ Spec k pro- 
pre et lisse. Alors on a 



X(X,^)^ / td'^"P(X)ch'^"''(^) 



C.4.3 Lien entre cohoniologie usuelle et cohomologie a coefficients 
dans les representations 

Dans cette section, on enumere un certain nombre de faits techniques que 
nous avons utiHses. 

On note d'abord que les morphismes image reciproque le long de la section 
unite 1 : X ^ /je et de I'inclusion /je — X ^ /je induisent un isomorphisme 
d'anneaux 

H,%(x) = h:,{i^) ^ h:,{x) © h:,{ix ~ x) 

Pour X G H*^p{X) on notera x = xi +x^i la decomposition correspondante. 

On a une decomposition analogue du groupe d'homologie Hl'^^{X), compat- 
ible avec la precedente via les isomorphismes de Poincare H*^p{X) ~ Hl'^'''{X) 
lorsque X est lisse. 

Si p : X -^ Spec k est propre, il en decoule que : 

rep i*et /^et /^et 



X — I X — I xi + x^i 

Lemme 16. Pour tout y dans Kq{X)a et tout i > on a : 

Demonstration. Vu la definition des caracteres de Chern, tout revient a montrer 
que le diagramme suivant commute. 
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KoiX)A ^^ Ko{Ix)a ^^- KoiIx)A 

KoiX)A '* Ko,et{Ix)A 

\can jch"' 

KoA^)a Htt{Ix)A 

Htt{^)A 

II est clair que le parallelogramme du bas commute, quant au triangle du 
haut, sa commutativite decoule de la definition de px. 

U 

Lemme 17. 

td''"''(X)i^td'=*(X) 

Demonstration. En effet (aj)! — l*canop(A_i([riJ /xD) ~ canA_i(0) = 1. D 
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